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摘要: 对于航空发动机结构参数不确定性系统, 引用文献[ 1]的代数 Riccati不等式负定裕度的概念, 给出了

按基准模型设计 H ∞状态反馈控制器时确定鲁棒稳定界的方法及其扫描搜索算法。
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1　引　言

　　H ∞控制理论近年来已用于航空发动机控制

系统中[ 2]。航空发动机结构参数在整个飞行包线

范围内变化很大,难以用 1 个鲁棒控制器对飞行

干扰镇定,根据飞行条件的变化范围确定鲁棒稳

定界, 在飞行包线内的若干子域分区设计鲁棒控

制器,由此降低设计控制器的难度。

2　稳定界与 Riccati不等式

　　定义 1[ 3]　对于系统 x
�= Ax + Bw , z= Cx , 设

T zw ( s) = C ( sI - A ) - 1
B, 相应的 Hamiltonian 阵

为:

H =
A �- 2

BB
T

- C
T
C - A

T

定义代数Riccati函数为:

AR ( H , X ) = A
T
X + XA +

�- 2
X BB

T
X + C

T
C

则下列命题等价:

( 1) ‖T z w ( s)‖∞< �;
( 2) 存在正定阵 X > 0, 使得 A R( H , X ) < 0;

( 3) 存在 �> 0,使得 Riccati方程 AR ( H , X )

+ �I= 0具有正定解 X> 0。

考虑如下结构参数摄动的被控对象  1△:

 1△ :

　x
�= [ A + △A ( t ) ] x + B1w +

　　　[ B2 + △B2( t) ] u

　z = Cx + Du

其中:

[△A ( t )　△B2 ( t) ] = H F( t ) [ E 1　E 2]

F( t) ∈ ! = {F ( t) �F ( t) TF( t) ≤ I ,

F ( t) ∈ L∞[ 0,∞) ,� t }

为不确定阵。 1△在状态反馈阵 u= Kx 作用下构

成闭环系统:

 1△K :

　x
�= ( A + B2K + △A + △B 2K )  

　　　　　　x + B 1w

　z = ( C + DK ) x

如果  1△K对于任何不确定性 F ( t)∈! 是稳定的,

且能满足‖T z w‖< �,则闭环系统  1△K是鲁棒稳

定的,且对任何干扰信号 w 具有鲁棒抑制性能。

定义 2　对于闭环系统  1△K ,由定义 1构造

含不确定性的Hamiltonian阵:

H△K =
A + B 2K + △A + △B2K �- 2

B 1B
T
1

- ( C + DK )
T
( C + DK ) - ( A + B2K + △A + △B 2K )

T

　　在状态反馈控制律 u= K x 下, 对于任何 F

( t)∈! ,存在正定阵 X > 0,使得 A R ( H △K , X ) <

0, 则闭环系统  1△K是鲁棒 H ∞次最优的。

设对应于  1△的标称系统的状态空间基准模



型描述为:

 1:
　x
�= A x + B 1w + B2u

　z = Cx + Du

其中: ( A , B2 )能稳定,在状态反馈控制 u= K x 的

作用下,其闭环系统为:

 1K :
　x
�= ( A + B 2K ) x + B1w

　z = ( C + DK ) x

　　定义 3　 设 HK =
A + B2K �- 2

B 1B
T
1

- ( C + DK ) T ( C + DK ) - ( A + B2K ) T

若  1 在不确定性 F( t)∈! 的扰动下是鲁棒 H ∞

次最优的, 通过状态反馈 u= K x 构成了鲁棒 H ∞

次最优的  1△K系统,则 AR ( H △K , X ) < 0等价于

A R ( H △K , X ) + △(·) < 0, 这时△(·)表示了不

确定性 F△( t )∈!△对于基准模型  1的最大可允

许的扰动范围, 也即负定裕度
[ 1]
,称 !△为相应的

鲁棒稳定界。

3　鲁棒稳定界 !△的判据

　　考虑标称对象的状态反馈问题, 由定理3. 2.

1
[ 1]
可知,  1的状态反馈解 K 存在的充分必要条

件是,给定 �> 0,存在 �> 0及正定阵 X > 0,使得

Riccat i方程 A R( H K , X ) + �I= 0成立,即:

A
T
X + XA + �- 2

X B1B
T
1X + C

T
C -

( XB 2 + C
T
D ) ( D

T
D )

- 1
( B

T
2X + D

T
C) +

�I = 0 ( 1)

令 K = - ( D
T
D ) - 1( B

T
2X + D

T
C) ,若式( 1)对于 �*

> 0存在正定解 X
* > 0,则对于 �∈( 0, �* ] , 必存

在正定解X > 0,因而 K 的解集为:

K op t = {K �K ∈ R
n×n , A R( H K , X ) < 0, X > 0}

　　引理 1[ 1]　设 X 为 Riccat i不等式 A R ( H K ,

X ) < 0 的正定解, 给定 �> 0 及任一矩阵 Q , 则

A R ( H K , X )的负定裕度定义为 ∀( H K , X , Q ) =

sup
�> 0

{�� AR ( H K , X ) + �Q T
Q< 0} , 且 Riccati 方程

( 1)式具有正定解的最大负定裕度为:

�* = max
K∈K

op t

max
X > 0

∀( H K , X * , I ) ( 2)

相应控制器的解为:

K
* = - ( D T

D ) - 1 ( BT
2 X

* + D
T
C) ( 3)

　　设  1在不确定性 F ( t )∈! 的扰动下, 构成

了  1△ ,考虑  1△K在 u= Kx 的作用下闭环系统<

 1△ , K > 的内稳定及‖T zw‖∞< �的问题, 由定

理 4. 2
[ 5]
可知,这一问题等价于闭环系统<  ~ 1△, K

> 内稳定且‖T z~w~‖∞< 1,其中  ~ 1△定义如下:

 ~ 1△:

　x = A x + (�- 1
B 1　#H ) w

~
+ B2u

　z
~=

C

#- 1
E 1

x +
D

#- 1
E 2

u

　　将式 u= K
*
x 代入系统  ~1△中,可得闭环系

统  ~ 1△K :

 ~ 1△K :

　x
�= ( A + B 2K

* ) x +

　　　(�- 1
B1　#H ) w~

　z
~=

C + DK
*

#- 1( E 1 + E1K
* )

x

由‖T z
~
w
~‖∞< 1与Riccati不等式的关系可得:

( A + B 2K
* ) TX * + X

* ( A + B2K
* ) + �- 2

X
*
B 1B

T
1 X

* + ( C + DK
* ) T ( C + DK

* ) +

#2X *
H H

T
X

*
+ #- 2

( E1 + E 2K
*
)
T
( E 1 + E2K

*
) < 0

将式( 2)和式( 3)代入上式可得:

#2X *
H H

T
X

*
+ #- 2

[ E 1 - E2 ( D
T
D )

- 1
( B

T
2X

*
+ D

T
C) ] [ E1 - E 2( D

T
D )

- 1
( B

T
2 X

*
+ D

T
C) ] < �* I

� #- 2[ E2( D T
D ) - 1

D
T
C - E1 ] TE2 ( D T

D ) - 1
B

T
2 X

* + #- 2
X

*
B2 ( D T

D ) - 1
E

T
2 [ E2( D T

D ) - 1
D

T
C - E1 ] +

X
*
[#- 2

B2 ( D
T
D )

- 1
E

T
2E2 ( D

T
D )

- 1
B

T
2 + #2H H

T
] X

*
+

#- 2[ CT
D ( D T

D ) - 1
E

T
2E2 ( D T

D ) - 1
D

T
C - C

T
D ( D T

D ) - 1
E

T
2E 1 - E

T
1 E2 ( D T

D ) - 1
D

T
C] < �* I

� A R[ H~△K (#) , X *
] - #- 2

(W + W
T
) < �* I

即: ∃{A R[ H~△K ( #) , X *
] - #- 2

(W + W
T
) } < �* ( 4)

其中: ∃( A ) = max
i
�#i( A ) �　,　W = C

T
D ( D T

D ) - 1
E

T
2E 1　,　H

~
△K(#) =

A
~

B
~
B
~ T

- C
~ T

C
~T - A

~ T

A
~
= #- 2

B 2( D
T
D )

- 1
E

T
2 [ E

T
2 ( D

T
D )

- 1
D

T
C - E 1]　,　B

~
= [#- 1

B2 ( D
T
D )

- 1
E

T
2　#H ]

C
~
= #- 1

E 2( D T
D ) - 1

D
T
C

E 1
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通过以上分析和推导, 可得如下判据:

判据　设标称系统  1 对于 Riccat i方程( 1)

式存在最大负定裕度 �* , 相应的控制器的解 K
*

由式( 3)给出,当  1在不确定性 F△( t )∈!△的扰
动下, 通过状态反馈 u= K

*
x , 构成的闭环系统

 △1K是鲁棒 H ∞次最优的,则鲁棒稳定界 ! △由不
等式( 4)确定。

航空发动机被控对象的状态空间通常可描述

为
[ 5]
:

x�= [ A + △A ( t ) ] x + B1w + [ B2 + △B2( t) ] u

z = Cx + Du

其中不确定阵△A ,△B2是飞行高度 H 和飞行马

赫数 Ma 对标称系统产生的干扰, 设标记

FL A G i,则有

!△的扫描搜索算法:

( 1) 给定干扰抑制指标 �> 0, 在飞行包线内

选定标称点, 给定一个比较大的初猜值 �> 0, 构

成区间[ 0, �] , 在该区间上用二分法对 Riccat i方

程式( 1)进行搜索,寻求 Riccat i方程式( 1)存在正

定解X > 0所对应的 �, 按式( 2)求出 A R ( H K , X )

的最大负定裕度 �* 及其对应的正定阵 X
* > 0, 由

式( 3)可求出控制器 K
*
。

( 2) 选定 #> 0,置搜索起点 i= 1, P i 为对应

的工作点( i= 1, ⋯, n)。

( 3) 对 P i 作[△A　△B2] = H F( t ) [ E1　E 2]

分解[ 5] ,对式( 4)进行判别, 若成立则置 FL A G i=

1; 否则置FL AG i= - 1,若 i = n则进到( 4) ;否则

i= i+ 1,重复( 3)。

( 4) 所有标记为 FL A G i= 1的 P i 点组成的

集合构成了对于选定标称点的鲁棒稳定区域

!△。
( 5)在飞行包线内选定其他 m 个标称点, 重

复( 1)～( 4)的过程,可求出 m 个控制器 K
* ,同时

构成了 m 个不同的鲁棒稳定区域 ! △。

4　结　论

　　对于航空发动机结构参数不确定性大范围变

化的问题,通过划分鲁棒稳定界,将减少设计鲁棒

控制器的难度, 但却增加了发动机在不同区域工

作时控制器的频繁切换问题,这一问题的解决有

待于今后的进一步研究。
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Abstract: The uncer tainty system w ith the st ructured parameter of aero engine w as invest igated,

according to T . Shen's concept ion
[ 1]

of the negat ive margin of alg ebraic Riccat i inequality. T he

cr iterions of def ining stability robustness bounds for designing the H ∞ state feedback controller w ere

pr ovided, based on the nominal model, and its scan-searching alg orithm w as giv en.
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